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going beyond the restrict domain of elementary functions and in pursuing 
his program of elimination of geometrical meaning to its natural conclusion 
helps to explain the reasons of the rejection of 18th century analysis.
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1.- Introducció.
Leonhard Euler1 (Fig. 1), considerat 
com un dels matemàtics més pro-
lífics de la història, va contribuir al 
desenvolupament de la hidràulica, la 
hidrodinàmica, la teoria dels vaixells, 
l’elasticitat i la mecànica dels cossos 
rígids, així com a la teoria de nombres 
i de les sèries infinites, al concepte 
de funció, a les funcions de variable 
complexa, a les equacions diferencials, 
al càlcul de variacions, a l’astronomia, 
etc. Les seves obres completes conte-
nen 25.000 pàgines, es divideixen en quatre grans parts o sèries i cadascuna 
té uns quants volums. Tanmateix, si el pes relatiu quantitatiu és considerable 
no ho és menys el seu pes qualitatiu. 
1 Euler va néixer el 15 d’abril de 1707, a Basilea, en el si d’una família vinculada a la fe calvinista, 
tant el seu pare com el seu avi en varen ser ministres. Va entrar a la Universitat de Basilea als 
13 anys i va estudiar matemàtiques amb Johann Bernoulli. Les seves primeres publicacions 
són de quan tenia 19 o 20 anys. Ja el 1727 va obtenir el segon premi en un concurs sobre 
temes d’investigació convocat per l’ Académie des Sciences de París. En el seu treball estu-
diava la manera més eficient de col·locar els mastelers en un vaixell. El 5 d’abril de 1727 va 
abandonar Basilea per incorporar-se a la recentment inaugurada Acadèmia de Ciències a Sant 
Petersburg. D’aquesta primera etapa assenyalarem dos fets, el seu matrimoni a finals de 1733 
amb Katharina Gsell, filla del pintor suís G. Gsell, amb qui va tenir 13 fills, dels quals cinc 
varen morir essent infants i la pèrdua de l’ull dret el 1738. No va tornar mai més a Basilea i va 
passar els anys successius entre dues estades a Sant Petersburg (1727-1741; 1766-1783) i una a 
Berlín (1741-1766). Sobre informació biogràfica d’Euler es pot consultar: GRAY, 1985: 171-192; 
CALINGER, 1996: 121-166; YOUSCHKEVITCH, 1970: 467-484; MASSA, 2007: 35-38.
 
Figura 1. Leonhard Euler.
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va esdevenir coneguda per la demostració d’Euler (cas particular B(3/2,3/2)) 
que es troba en un text que va presentar a l’Acadèmia de Sant Petersburg, el 
1730, (Comentarii academiae scientiarum Petropolitanae) titulat: “Sobre progres-
sions transcendents, és a dir, aquelles que els seus termes generals no poden 
ser expressats algebraicament”4.
De fet, en aquest text, l’objectiu d’Euler era trobar el terme general d’una 
successió formada pels termes, a1 = 1, a2 = 2, a3 = 6, a4 = 24,... , és a dir, trobar 
an = n! mitjançant una expressió algebraica5. Per Euler, donats a1, a2, a3 ,…, 
trobar el “terme general” volia dir trobar l’expressió (nosaltres diríem funció) 
f(x) tal que an = f(n) de manera que el valor an pugui ser extrapolat per valors 
no sencers de n, o sigui: ax = f(x). Es tractava, doncs, de buscar una expressió 
del terme general que li permetés interpolar, és a dir, trobar també els termes 
intermedis amb índex un nombre racional, a1/2, a3/2, etc. 
 
 Figura 2. “Sobre progressions transcendents ...” (EULER, 1730: 36).
2 Les seves contribucions abracen els coneixements de les matemàtiques pures i les matemà-
tiques mixtes que es troben a la classificació de les matemàtiques del 1754 de l’Encyclopédie 
de D’Alembert. Els enciclopedistes havien recollit les idees i la classificació de Francis Bacon 
del 1605 de les matemàtiques en matemàtiques pures: la geometria i l’aritmètica; i, en mate-
màtiques mixtes: la perspectiva, la música, l’astronomia, la cosmografia, l’arquitectura, l’en-
ginyeria, etc. Per aquest motiu no ens ha d’estranyar que Euler, com a bon il·lustrat, treballés 
en un gran ventall de temàtiques que avui identifiquem com a diferents disciplines o, fins i 
tot, com a disciplines independents de les matemàtiques. 
3 Ferraro en el seu article sobre les integrals d’Euler suggereix que ell no va considerar la 
Integral Beta com una veritable funció sinó únicament com una integral (FERRARO, en 
premsa). El nom de Funció Beta va ser donat més tard i és degut a Jacques Binet (1839), veure 
CAJORI, 1839: vol. 2, 272.
4 “De progressionibus transcendentibus, seu quarum termini generales algebraice dari neque-
unt.” (EULER, 1730: 36).
5 Euler explicava que després d’haver conegut els resultats de Goldbach sobre sèries ell volia 
també buscar un terme general d’una sèrie, volia calcular el terme general de n!. Per a n enter 
positiu el producte infinit s’aproxima a un enter però per a n fraccionari, en concret per a 
n = 1/2, està relacionat amb la quadratura del cercle o sigui amb el valor de π.
En el seu treball Euler presentava les matemàtiques connectades amb les apli-
cacions a altres ciències, a problemes tecnològics i a la vida pública2. Les seves 
contribucions van ser decisives sobretot en tres àrees: en el càlcul de diverses 
variables, especialment en la introducció de les equacions amb derivades parcials 
en la física; en la teoria i aplicació de les equacions diferencials ordinàries i, final-
ment, en l’ús dels mètodes analítics o de l’àlgebra en la teoria de nombres.
Concretament, en aquest article analitzarem els procediments analítics dels 
primers escrits d’Euler per calcular, el que avui anomenem, la Funció Beta 
(vegeu 1). Considerarem els objectius, el tipus de procediments que Euler va 
emprar així com les relacions que va establir entre els valors d’aquestes inte-
grals i els exponents de les expressions integrades. Tot i que Euler no pensava 
en la integral associada a aquesta expressió com una funció, descriurem, a 
l’apartat 2, els seus primers càlculs d’integrals Beta així com presentarem 
també, a l’apartat 3, algunes relacions i taules d’integrals Beta calculades 
posteriorment per ell mateix. A l’apartat 4, analitzarem la construcció d’altres 
taules d’integrals Beta, calculades 70 anys abans per Pietro Mengoli (1626-
1686), tot i que els procediments utilitzats per ambdós autors van ser molt 
diferents. Només cal recordar que en l’època de Mengoli tot just començaven 
a ser emprats procediments algebraics i, a més, els algoritmes del càlcul infini-
tesimal de Newton i Leibniz encara no eren coneguts.
2.- Primers càlculs de la integral Beta a l’obra d’Euler.




( , ) (1 ) , , , 0, 0p qB p q x x dx p q p q− −= − ∀ ∈ > >∫ �|R
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Euler afirmava que coneixia el terme d’ordre n d’aquesta seqüència facto-
rial a través del producte infinit
1 1 11.2 2 .3 3 .4 4 .5. . . ...
1 2 3 4
n n n n n n n
n n n n
− − −
+ + + +
Per n =1, obtenia 
2 3 4 5. . . ... el primer terme 1. 
2 3 4 5
=
Per n = 2, obtenia 
2.2 3.3 4.4 5.5. . . ... el segon terme 2.
1.3 2.4 3.5 4.6
=
Per n = 3, obtenia 
2.2.2 3.3.3 4.4.4 5.5.5. . . ...
1.1.4 2.2.5 3.3.6 4.4.7
= el tercer terme 6 (Fig. 2).
I així, en trobar que la fórmula
1 1 11.2 2 .3 3 .4 4 .5. . . ...
1 2 3 4
n n n n n n n
n n n n
− − −
+ + + +
 = n.(n-1).(n-2)…1= n!
era vàlida per tots els nombres naturals, Euler intentava generalitzar la vali-
desa d’aquesta fórmula per altres valors de n. En el cas on n = 1/2, obtenia el 
producte infinit: 
2.4 4.6 6.8 8.10. . . ...
3.3 5.5 7.7 9.9
 com un valor possible per a (1/2)!.
Euler remarcava que li recordava un producte infinit que havia vist en 
els treballs de John Wallis (1616-1703) per trobar la quadratura del cercle6. 
Aquest, en la seva obra Arithmetica Infinitorum (1655) demostrava que el valor 
de l’invers d’aquest producte infinit era l’invers del quadrant de cercle de 
radi la unitat,
Euler, concloïa, citant Wallis, que el terme n = 1/2 era igual a l’arrel qua-
drada d’aquest producte infinit o sigui a l’arrel quadrada de l’àrea del cercle 
de diàmetre 1: 
“Però aquestes series immediatament em semblen molt similars a una 
que jo he vist en els treballs de Wallis per trobar l’àrea del cercle. Wa-
llis va trobar que la raó del cercle al quadrat del seu diàmetre és com 
2.4.4.6.6.8.8.10... és a 3.3.5.5.7.7.9.9... Si, a més, el diàmetre fos 1, l’àrea
del cercle serà = 
2.4 4.6 6.8. . ...
3.3 5.5 7.7
 D’això també m’és convenient concloure
que el terme n = 1/2 és igual a l’arrel quadrada del cercle de diàmetre 1”7.
Euler raonava que era possible, doncs, que el terme general de la successió 
que buscava no tingués només termes algebraics i que el seu valor pogués 
dependre de càlculs de quadratures8 (expressió emprada per designar el que 
avui anomenen àrees o integrals definides). 
“Jo havia prèviament suposat que el terme general de les sèries 1, 2, 
6, 24,... podia ser donat, si no algebraicament com a mínim exponencial-
ment. Però després d’haver vist que alguns termes intermedis depenen de 
la quadratura del cercle, vaig reconèixer que ni quantitats exponencials ni 
algebraiques són adequades per expressar-ho. Pel terme general d’aquesta 
progressió s’han d’incloure altres quantitats que depenen de la quadratura 
del cercle o d’altres quadratures que no poden ser representades per cap 
fórmula algebraica o exponencial”9.
Euler es va adonar també que el terme general tampoc podia ser expressat 
simplement per una fórmula diferencial. Raonava com havia de ser l’expres-
sió i recordava que n no podia esser la variable d’integració ja que per a cada 
valor de n volia trobar un valor de la successió.
6 Wallis, professor de Geometria a Oxford el 1649, en la seva obra Arithmetica Infinitorum (1655) 
amb el triangle combinatori i interpolant va calcular la quadratura de la figura y = (1-x2)1/2 
mitjançant un producte infinit (WALLIS, 1693-99: 423). 
7 “Haec autem series similis mihi statim visa est eius, quam in Wallisii operibus pro area 
circulari vidisse memineram. Invenit, enim Wallisius,circulum esse ad quadratum diametri 
ut 2.4.4.6.6.8.8.10. etc ad 3.3.5.5.7.7.9.9. etc. Si, igitur fuerit diameter = 1, erit circuli area =
  Ex huius igitur cum mea convenientia concludere licet, terminum indicis ½ esse 
 aequalem radici quadratae ex circulo, cuius diameter = 1.” (EULER, 1730: 37).
8 En el segle disset, època de Wallis, quadrar una figura geomètrica volia dir solucionar el 
problema de construcció d’un quadrat d’àrea igual a l’àrea de la figura donada. Més tard, 
amb Euler per exemple, per quadrar una figura ja s’empren les integrals definides. 
9 “Arbitratus era mante seriei 1, 2, 6, 24, etc terminum generalem, si non algebraicum tamen 
exponentialem dari. Sed posquam intellexissem terminos quosdam intermedios a quadratu-
ra circuli pendere, neque algebraicas neque exponentiales quantitates ad eum exprimendum 
idoneas esse cognovi. Terminus enim generalis eius progressionis ita debet esse comparatus, 
ut tum quantitates algebraicas tum a quadratura circuli tum forte ab aliis quoque quadraturis 
pendentes comprehendant; id quod in nullam formulam nec algebraicam nec exponentialem 
competit.”(EULER, 1730: 38).
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“5. Em preguntava de quina manera les fórmules diferencials serien 
apropiades per expressar el terme general de la progressió. Un terme gene-
ral és una fórmula que no té només quantitats constants sinó també altres 
quantitats no constants, com ara n, que dóna l’ordre o índex dels termes; 
així si es busca el tercer terme, s’ha de posar 3 en el lloc de n. Però una 
fórmula diferencial ha de contenir alguna quantitat variable. No té sentit 
prendre n, n no és la variable d’integració, sinó que, després que la fórmula 
hagi estat integrada, n hauria de servir per a la formació de la progres-
sió”10. 
Aquí Euler ja ens mostra quin serà el seu camí, emprar fórmules integrals: 
amb ( , ), 0, 1.
b
a
I p dx p p x n a b= = = =∫ De fet n és emprat com a paràmetre, 
o sigui que Euler no està considerant I com a funció. Per tant, la idea principal 
d’Euler era calcular la integral entre 0 i 1 del producte xe (1-x)n, ( )1
0
1 nex x dx−∫ , 
on la variable d’integració és x, el que avui diríem la funció Beta: B (e+1, 
n+1)11. El procediment que seguia era fer el desenvolupament del binomi,
és a dir, ( )
0









 − = −  
 
∑ Multiplicava l’expressió per xe, integrava
entre x = 0 i x =1 terme a terme, i obtenia:




1 . 2 ... 1
ne nx x dx
e e e n
− =
+ + + +∫
Multiplicava aquesta expressió per e+n+1, canviava e per f/g i dividia per 
g(n+1) obtenint una fracció que té per numerador el factorial de n i per deno-
minador el producte (f+g) (f+2g)...(f+ng). D’aquesta manera Euler obtenia la 
fórmula fonamental del seu raonament: 




).( 2 ...( )
nf g
n
f n g nx x dx
g f g f g f ng+
+ + − =
+ + +∫
Euler remarcava que si la fracció f/g no és igual a un nombre enter, és a dir, 
que si la raó de f a g no és la d’un múltiple, llavors la progressió seria trans-
cendent i els termes intermedis dependrien de quadratures12. 
Primer intent. Euler en aquesta fórmula (2) prenia f = 1, g = 2 i n un enter 
qualsevol, i en multiplicar tota la fórmula per 2n obtenia:
1
0
2 3 2.4.6.8...2 (2 ).(1 )
2 3.5.7.9...(2 1) (2 1)
nn n nx x dx
n n
+ !!− = =
+ + !!∫
I especificava que si n = 1/2, a l’esquerra de la igualtat obtenia:
1
0
2 x xx dx−∫
que correspon a l’àrea del cercle de diàmetre 1, que no podia avaluar ja que 
l’expressió de la dreta de la igualtat no tenia sentit. 
Segon intent. Després d’haver comprovat que pel camí anterior no acon-
seguia el terme general per a n!, Euler canviava i prenia f = 1, g = 0 i n enter 









−∫  = n!
Per calcular la integral de l’esquerra de la igualtat on apareixen indetermi-
nacions, Euler retornava a la fórmula (2) i feia el canvi de variable x per x(g/f+g) 
en la integral, obtenint:
1
1 0


















Per trobar el valor d’aquesta integral calculava el quocient (1-xz)/z quan z 
tendeix a zero aplicant, deia Euler, una regla coneguda (suposem la regla de 
l’Hôpital), derivant respecte a z i li donava –xz.log x, que quan z = 0, li donava 
–log x. Per tant, obtenia la integral:
10 “5. Id ergo meditatus sum, quomodo formulas differentiales ad progressionum terminos 
generales exprimendos accommodari maxime conveniat. Terminus autem generalis est for-
mula, quam ingrediuntur tum quantitates constantes, tum alia quaepiam non constans ut n, 
quae ordinem terminorum seu, indicem exponit: ut si tertius, terminus desideretur oporteat 
loco n ponere 3. Sed in formula differentiali quantitatem quandam variabilem inesse oportet. 
Pro qua non consultum est adhibere n, cum eius variabilitas non ad integrationem pertineat: 
sed postquam ea formula integrata est vel integrata esse ponitur, tum demum ad progressi-
onem formandam inserviat. “(EULER, 1730: 38-39).
11 Cal remarcar que en l’original d’Euler, a dins de la integral el terme dx es troba al mig del 
producte.
12 L’expressió “dependre de quadratures” assenyala que el terme general inclou alguns termes 
que són integrals definides que corresponen a quadratures no immediates de calcular. 
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( ) !nlog x dx n− =∫
que és el primer exemple d’expressió general del terme n!, i per tant de funció 
Gamma d’Euler13. No obstant, cal recordar que per Euler aquesta expressió 
era una eina per avaluar n! i no l’expressió d’una funció analítica, com actual-
ment podríem pensar. 
Tanmateix, amb aquest resultat no havia solucionat el que volia, és a dir, 
trobar una expressió per (1/2)!, ja que la integral anterior amb n = 1/2 no la 
sabia solucionar i a més sabia que correspon a l’arrel quadrada de l’àrea del 
cercle de diàmetre 1.
“És veritat que aquest mètode per obtenir els termes d’aquestes sèries 
és més laboriós, com a mínim per aquells termes que tenen índexs que són 
nombres naturals els quals poden ser obtinguts més fàcilment continuant 
la progressió. Però és molt útil per obtenir termes d’índex fraccionari ja 
que fins ara no érem capaços de fer-ho ni amb mètodes molt més laboriosos. 
Si posem n = ½ obtindrem com a resposta el terme = ( )1
0
log x dx−∫ el 
valor del qual serà donat per quadratures. Però al començament clamava 
que aquest terme és igual a l’arrel quadrada del cercle que té per diàmetre 
1. Fins aquí no ens és permès dibuixar aquesta conclusió d’aquest curt 
anàlisi; més avall apareixerà un mètode pel qual aquests mateixos termes 
intermedis es reduiran també a quadratures de corbes algebraiques, Posant 
tot això junt, és possible que en resultin no poques millores d’anàlisis”14. 
Bon intent. Després de fer diversos càlculs que no són d’interès pel nostre 
objectiu, Euler intentava de nou calcular el terme n = 1/2 partint altra vegada 
de la fórmula inicial (2). Recordem-la:




).( 2 ...( )
nf g
n
f n g nx x dx
g f g f g f ng+
+ + − =
+ + +∫
En aquest cas prenia f = n i g = 1, llavors el terme general li donava
( ) ( )
21 1
0 0
1.2.3... ( !)(2 1) (1 ) 2 1 ( ) .
( 1).( 2).( 3)...2 2 !
n n n n nn x x dx n x xx dx
n n n n n
+ − = + − = =
+ + +∫ ∫
Euler emprava aquesta fórmula per diversos valors no enters de n, inten-
tant obtenir els termes intermedis de la seqüència factorial n!. 





AAx xx dx− =∫  llavors 
1
0
1.2. .A x xx dx= −∫
Euler establia que A és el terme de la seqüència 1, 2, 6, 24, ... amb índex n = ½ 
i que, a més, és igual a l’arrel quadrada de l’àrea del cercle de diàmetre 1.




! ,n tn t e dt n−= > 0,∫  que també va ser deduïda per Euler en un treball posterior (DUTKA, 1991: 
241). 
14 “Verum quidem est, hanc methodum terminorum istius seriei inveniendorum nimis esse 
operosam, forum nimirum quórum indices sunt numeri integri, qui utique facilius continu-
anda progressione obtinentur. Verum tamen ad terminos indicum fractorum inveniendos per 
Quam est idonea, Quispe qui adhuc ne operosissima quidem methodo definiri potuerunt. Si
 ponatur n=1/2 habebitur respondens terminus = ( )1
0
log x dx−∫ cuius valor per quadraturas
 datur. Sed initio ostendi hunc terminum esse aequalem radici quadratae ex circulo cuius 
diameter est 1. Hinc quidem idem concludere non licet, ob defectum analysis; infra, autem 
sequetur methodus eosdem terminos intermedios ad algebraicarum curvarum quadraturas 
reducendi. Ex cuius cum hac comparatione forte nonnihil ad amplificationem analysis deri-
vari poterit.” (EULER, 1730: 47). 
Figura 3. “Sobre progressions transcendents...” (EULER, 1730: 46).
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A més, prenent n = 3/2, Euler obtenia (ara designant A = (3/2)!),
1 3/ 2
0
. 4 ( ) .
1.2.3
A A x xx dx= −∫  Llavors 
1 3/ 2
0
1.2.3.4. ( ) .A x xx dx= −∫
De manera similar, prenent n = 5/2 i designant A = (5/2)!,
1 5/ 2
0
1.2.3.4.5.6. ( ) .A x xx dx= −∫




1.2.3.4...( 1) ( ) .pA p x xx dx= + −∫
I Euler afirmava: 
“D’aquesta manera s’obtindran doncs tots els termes de la progressió 1, 
2, 6, 24, etc. que els seus índexs són fraccions amb denominador 2”15.
Les integrals que han anat apareixent no són més que exemples del que 
avui es coneix com a Funció Beta d’Euler, i que ve donada per (1). 
Utilitzant aquesta notació, així com els valors d’aquestes integrals que 
Euler calculà posteriorment, els resultats anteriors s’escriurien com:
A partir d’aquestes dues expressions, aïllant, i emprant l’anomenada avui 
funció Gamma, obtindrem:
I, en general: 
2
2 ( ( ))(( / 2 1)!) 2( / 2, / 2) .






Aquests són els càlculs bàsics d’Euler ja que tot seguit pren f = 2n i g = 1, i 
de manera molt similar obté expressions per (1/3)!, 
Finalment, generalitzant obté les corresponents a (p/q)!.
3.- Altres càlculs de la Integral Beta a l’obra d’Euler.
Altres càlculs de la integral Beta a l’obra d’Euler que presentarem es tro-
ben a E 122: De productis ex infinitis factoribus ortis, E 321: Observationes circa 
integralia formularum, E 342: Institutionum calculi integralis volumen primum, i a 
E 640: Comparatio valorum formulae integralis 1 ( / ) 1(1 )p n q nx dx x− −−∫  Posito post 
integrationem x=116.
En l’E122, l’any 1739, Euler volia investigar les expressions algebraiques 
que li proporcionaven els productes infinits. Recordava altra vegada el pro-
ducte infinit de Wallis i comentava els resultats d’interpolació abans analit-
zats. Així escrivia l’expressió: 
2.4 4.6 6.8 8.10 10.12. . . . etc.
3.3 5.5 7.7 9.9 11.11
 ... com l’àrea del cercle si el diàmetre és 1.
Euler recordava que en l’expressió 
1
0
( ) !nlog x dx n− =∫  quan n = p/q obtenia 
la fórmula:
15 “Hoc igitur modo inveniuntur omnes termini progressionis 1, 2, 6, 24, etc. quórum indices 
sunt fractiones denominatore existente 2.” (EULER, 1730: 51).
16 Agraïm a Giovanni Ferraro les seves valuoses referències sobre les taules d’Integrals Beta 
d’Euler. 
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I en el cas n = ½, Euler enunciava que obtenia: 
(EULER, 1739: 7) que és el mateix resultat que hem enunciat més amunt. 
Seguia fent taules de productes d’expressions integrals d’aquest tipus de 




Figura 4. “Sobre els productes d’infinits factors” (EULER, 1739: 12).
En el text de 1766, l’E 321 Euler feia una classificació de les integrals del 
tipus  expressades com (EULER, 1766: 156),
( )
1









∫ ,    r  t l .
De fet quan n =1 aquesta expressió correspon a la Funció Beta que ve 
donada per (1). 
Euler primer afirmava que quan calculava aquesta integral entre 0 i 1, 




( ) 2 ( 2 ) 3 ( 3 ). . . etc.
( )( ) ( 2 )( 2 ) ( 3 )( 3 )1
p
n qnn
x dx p q n p q n n p q n n p q n
pq p n q n p n q n p n q nx
−
−
+ + + + + + +=
+ + + + + +−
∫ ...
Aquest producte infinit l’havia calculat en un text anterior (DUTKA, 1991: 
241-242).
La primera propietat que enunciava és una equivalent a la propietat B(p, 
q) = B(q, p), ja que per a cada valor de n, l’ordre de p i q és indiferent en aquest 
producte infinit. Per enunciar-la Euler identificava els valors de les integrals 

























 =  
 −
∫  D’aquí deduïa que (p/q) = (q/p).
La relació entre aquesta definició de (p/q) i la de B(p, q) expressada a (1) es 
pot deduir fent el canvi de variable (xn = y) a la primera integral, així s’obté:
 
1 11 ( / ) 1 ( / ) 1 ( / ) 1
0 0
1 1(1 ) (1 ) ( , ).p n q n p n q np p qx x dx y y dy B
q n n n n
− − − −  = − = − = 
  ∫ ∫
Tot seguit Euler posava un exemple amb nombres, prenia p = 3, q = 2 i n = 4, 
llavors: (3/2) = (2/3) que expressats en forma d’integrals i de producte infinit 
donaven (EULER, 1766: 157), 
( ) ( )
21 1
20 0 44 44
3 2 5 4.9 8.13 12.17. . . .etc.
2 3 2.3 6.7 10.11 14.1511
x dx xdx
xx
   = = = =       −−
∫ ∫  ...
La segona propietat que enunciava és similar a la propietat, que avui anome-
nem, de recurrència, 
B(p, q) = (p–1)/(p+q–1) B(p–1, q).
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Euler l’escrivia: (p/q) = (p–n)/(p+q–n) ((p–n)/q) i expressant aquesta relació 
en termes del que aviu anomenem Funció Beta seria:
, 1, .p q p n p qB B
n n p q n n n
−   = −   + −   
Euler també expressava la propietat amb les integrals (EULER, 1766: 158),






n q n qn nn n
x dx p n x dx






Continuava enunciant propietats i calculava quan valdria la integral en 
els casos en què, o bé p =n o bé q=n. En el primer cas obtenia: (p/n) = 1/p que, 
emprant la relació mostrada abans amb la funció Beta, seria: (p/n) = 1/n B (p/n, 
n/n) = 1/n B(p/n,1) = 1/p. En el segon cas, (n/q) = 1/q (EULER, 1766: 158). 
Euler considerava tot seguit el cas que p + q = n, llavors escrivia la integral 
i expressava també el producte infinit resultant per obtenir l’expressió en 
funció del sinus (EULER, 1766: 159), 
Aquesta propietat en termes del que avui anomenem Funció Beta s’escriuria:
El fet que aquest producte infinit sigui el sinus d’un angle, Euler ho va demos-
trar a Introductio in Analysin Infinitorum (EULER, 1748: 120–121) i aquí només 
recordava que ja sabia que aquest producte infinit representava el sinus.
Després de mostrar aquestes propietats Euler classificà aquestes integrals en 
classes segons el valor de n. Així per n = 1, n = 2, n = 3, n = 4,... obtenia integrals 
de primera, segona, tercera, quarta classe,... i posava exemples fins a n = 9.
L’any 1768, en el capítol 8 de l’obra Institutionum calculi integralis, en l’E 342 
(Fig. 5), titulat:“De valoribus integralium, quos certis tantum casibus recipiunt” 
(EULER, 1768: 203-224) calculava taules d’integrals de la segona classe (n = 2), 





Figura 5. Institutionum calculi integralis volumen primum (EULER, 1768: 204).
Euler distingia si l’exponent era parell o senar, els parells li donaven múl-
tiples del nombre π i els senars nombres racionals. Per obtenir aquestes taules 
utilitzava fórmules recursives com ara: 
 
.
Estudiava les seves propietats i calculava taules d’integrals en diversos 
casos. Aquí no feia demostracions sinó que partia de resultats coneguts de 
les integrals d’altres textos.
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assolir amb una aproximació del nombre π, fins a deu decimals, en l’obra pos-
terior Circolo. Tanmateix en comptes de calcular només aquesta quadratura, 
Mengoli va crear un nou mètode aritmètic algebraic que li va permetre trobar 
infinites quadratures (integrals) disposades en taules triangulars.
Així, en el llibre sisè de la Geometriae, Mengoli va definir el seu propi sis-
tema de coordenades i va descriure les figures (ell les anomena formes) mit-




. .= (1 )n m n n m nFO a r x x dx− −−∫ = B( n +1, m-n+1).
Tot seguit va disposar aquestes figures en una taula triangular, inspirada 
en el triangle combinatori (també conegut com triangle de Pascal)19,
FO.u.
FO.a.     FO.r.
FO.a2.     FO.ar.     FO.r2.
FO.a3.     FO.a 2r.     FO.ar2.     FO.r3.
FO.a4.     FO.a3r.     FO.a2r2.     FO.ar3.     FO.r4.
La forma del vèrtex FO.u., representa un quadrat de base 1. Les dues figu-
res de la primera fila representen dos triangles. El primer, FO.a. està determi-
nat per la bisectriu del primer quadrant y = x, l’eix d’abscisses i la recta x = 1. El 
segon triangle, FO.r. és determinat per la recta y = 1-x traçada des de l’extrem 
(1,0) fins al (0,1) i l’eix d’abscisses. Les tres figures de la segona fila són figures 
determinades per les ordenades d’una paràbola, l’eix d’abscisses i la recta x = 
1. La primera, FO.a2. determinada per les ordenades y = x2, la segona, FO.ar. 
determinada per les ordenades y = x (1-x) i la tercera, FO.r2. determinada per 
les ordenades y = (1-x)2, i així seguiríem descrivint les altres files. Les figures 
17 El nom de Pietro Mengoli apareix en el registre de la Universitat de Bolonya en el període 
1648-1686, on havia substituït el seu mestre Cavalieri en la càtedra de mecànica. Es va gradu-
ar en filosofia el 1650 i tres anys més tard en lleis civils i canòniques. El 1660 va ser ordenat 
sacerdot i, des d’aquest moment i fins la seva mort, va ser prior de l’església de Santa Maria 
Magdalena de Bolonia. Per més informació sobre la biografia de Mengoli veure NATUCCI, 
1970: 303; MASSA, 1998: 9-26; BARONCINI-CAVAZZA, 1986: 1.
18 Mengoli volia trobar-les amb un nou algorisme i emprant procediments algebraics. Així 
explicava: “Mentrestant vaig deixar de banda aquest afegit que havia fet a la Geometria dels 
indivisibles, tenint por de l’autoritat d’aquells que jutgen falsa la hipòtesi que la infinitud de 
totes les rectes d’una figura plana sigui una figura plana; ho vaig deixar no perquè jo fos 
d’aquesta opinió, sinó que la vaig esquivar perquè la trobava dubtosa i vaig intentar, si m’era 
possible, d’establir fonaments nous i segurs pel mateix mètode dels indivisibles o per a uns 
altres mètodes nous que en fossin equivalents” (MENGOLI, 1659: 36).
19 El triangle combinatori ha passat a la història com triangle de Pascal ja que Blaise Pascal 
(1623-1662) va explicar i provar-ne les propietats en la seva obra. Veure PASCAL, 1954, 91-
107; EDWARDS, 2002, 57-86. Mengoli probablement no coneixia el tractat de Pascal ja que 
va ser publicat més tard, el 1665, però és possible que conegués bé la seva font, el Cursus 
Mathematicus (1634) de Pierre Hérigone (1580-1643). Veure MASSA, 2008, 285-301. 
Finalment, l’any 1789, en l’E 640 aprofundia i generalitzava els resultats 
obtinguts a l’E 321 amb (p/q). En aquest cas per expressar la relació amb B(p, q) 
escrivia (p, q) que ja s’assembla més a la nostra expressió de la Funció Beta. 
Segurament hi ha molts més textos que tracten d’aquest tipus d’integrals 
relacionats amb la nostra Funció Beta. Hem volgut mostrar alguns dels més 
significatius a fi de fer palesa que Euler va treballar amb integrals similars a 
les de la integral Beta, coneixia molt bé les seves propietats i a més, les rela-
cions entre els valors d’aquestes integrals i els exponents de les expressions 
algebraiques integrades. 
4.- Taules d’ integrals Beta anteriors a Euler.
Pietro Mengoli (1626-1686)17, 70 anys abans d’Euler, en les seves 
obres Geometriae Speciosae Elementa (1659) (a partir d’ara Geometriae) 
i Circolo (1672) va calcular taules d’integrals d’aquest tipus per expo-
nents naturals i semi-enters. Com ja hem assenyalat, la Funció Beta: 
1 1 1
0
( , ) (1 ) , , , 0, 0p qB p q x x dx p q p q− −= − ∀ ∈ > >∫ � , ve expressada per una 
integral entre 0 i 1, que de fet, correspon a la quadratura d’una figura deter-
minada per una expressió algebraica i l’eix OX. Mengoli va calcular aquestes 
quadratures (integrals) seguint un camí diferent al dels altres matemàtics de 
l’època i abans que els algorismes del càlcul infinitesimal de Newton i Leibniz 
fossin assolits.
En la seva obra, Mengoli en un intent per trobar un mètode més general i 
més sòlidament fonamentat per a calcular quadratures, va utilitzar de manera 
singular eines algebraiques (MASSA, 2006: 82-112). Tot i que les quadratures 
que va investigar les coneixia (les havia obtingut amb el mètode dels indivisi-
bles)18, Mengoli pretenia obtenir-ne una de nova: la quadratura del semicercle 
de radi 1, que correspon a la integral ( )1 1/ 21/ 2
0
1x x dx−∫ . Aquest objectiu el va
|R
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disposades d’aquesta manera en la taula poden fer-se infinites ja que només 
cal augmentar-ne el grau i tenir en compte els exponents del desenvolupa-
ment binomial. 





 +  
 
 i així quedava determinat el valor de les quadratures que era 1:
( ) ( )1
0
1 (1 ) 1 . 1.n m n n m n
m m
m x x dx m FO a r
n n
− −   + − = + =   
   ∫
Per demostrar que totes les quadratures d’aquesta taula triangular valien 
1 Mengoli va emprar la teoria de quasi proporcions, que havia definit en el 
llibre tercer (MASSA, 1997: 261-276), tot establint raons de quasi igualtat entre 
les figures20. 
En el Circolo, a partir del triangle combinatori, Mengoli construeix una 
nova taula triangular, que és la taula de valors de les quadratures basant-se 
en els resultats obtinguts anteriorment. Sigui el triangle combinatori i consi-
derant el vèrtex apart, multiplica cada fila pel nombre de termes que conté, 
és a dir, la primera fila per dos, la segona per tres, etc o sigui la fila (m) per 
(m +1) i li queda la taula:
1
2     2
3     6     3
4     12     12     4
5     20     30     20     5
6     30     60     60     30     6




 +  
 
 d’aquests nombres en forma
de taula triangular i obté el que s’anomena avui dia triangle harmònic21  (o de 
valors de les quadratures), 
1
1/2     1/2
1/3     1/6     1/3
1/4     1/12     1/12     1/4
1/5     1/20     1/30     1/20     1/5
1/6     1/30     1/60     1/60     1/30     1/6
Finalment, Mengoli identifica aquests nombres amb els valors de les qua-
dratures de les figures corresponents. De fet, escriu primer aquesta taula de 
valors de les quadratures i, després, la taula de les figures sense coeficients, i 
explica que són homòlogues, és a dir, que cada figura de la taula s’identifica 
amb el valor de la quadratura corresponent a l’altra taula, que és el triangle 
harmònic22. Així Mengoli proporciona l’algorisme de definició de les inte-
grals en funció dels seus exponents. És a dir, coneixent els exponents de la 
expressió algebraica integrada podem assignar-li un valor de la quadratura 
de la figura.




1 (1 ) ( 1, 1)
1




−= − = + − +
 +  
 
∫
Aquí es pot veure la taula dels valors de quadratures o triangle harmònic 
i la taula de Funcions Beta que avui li correspondria (Fig. 6). 
20 Primer, Mengoli va definir les figures “adscrita”, inscrita i circumscrita com determinades 
pels rectangles construïts sobre les divisions de la base i treballava sempre amb un nombre 
finit de  divisions. Segon, va demostrar que la figura circumscrita i la figura inscrita de 
qualsevol figura eren quasi iguals en augmentar les divisions de la base. Finalment, va con-
siderar dues raons: una, entre la figura “adscrita” i la figura que volia quadrar i, l’altra, entre 
l’anomenada figura “adscrita” i el quadrat de costat 1. Va provar que aquestes raons, per 
qualsevol figura de la taula i en augmentar les divisions de la base, eren de quasi igualtat. 
Llavors, emprant el fet que donades dues raons de quasi igualtat amb antecedents iguals els 
conseqüents esdevindran iguals, quedava demostrat que el quadrat de costat 1 era igual a 
qualsevol figura de la taula, o sigui que les àrees de les figures de la taula triangular valien 1 
(MASSA, 2006, 103-108).
21 El triangle harmònic, també anomenat triangle de Leibniz, està format per l’invers del pro-
ducte d’un nombre combinatori i un altre nombre. La seva definició està relacionada amb les 
diferències successives de la seqüència harmònica. Veure EDWARDS, 2002: 106. 
22 “15. Le quali tutte hò dimostrato, che sono proportionali, come le quantità disposte nella              
terza tavola triangolare; ed è il quadrato della Rationale FO.u, homologa all’unità; e i 
triangoli FO.a, e FO.r, homologhi alle metà; e le FO.a2, FO.ar, FO.r2, homologhe alle parti 
dell’unità, terza, sesta, e terza; e le FO.a3, FO.a2r, FO.ar2, FO.r3, homologhe alle parti quar-
ta, duodecima, duodecima, e quarta, dell’unità, e dello stesso quadrato; e così tutte le altre 
forme per ordine: come ivi nel sesto elemento si può dedurrè per corollario dalla prop. 10.” 
(MENGOLI, 1672: 6).
A m a d e u  D e l s h a m s ;  M a r i a  R o s a  M a s s a  volum ix 2 0 0 8
78
Consideracions al Voltant de la Funció Beta  volum ix 2 0 0 8
79
( )
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1 1 1 22
0 0 0
1 1 1 12 33 2
0 0 0 0
1 1
1/ 2 1 1/ 2
1/ 3 1 1/ 6 1 1/ 6
1/ 4 1 1/12 1 1/12 1 1/ 4
dx
x dx x dx
x dx x x dx x dx
x dx x x dx x x dx x dx
=
= − =
= − = − =




∫ ∫ ∫ ∫
B(1,1)
B (2, 1)     B (1, 2)
B (3, 1)     B (2, 2)     B (1, 3)
B (4, 1)     B (3, 2)     B (2, 3)     B (1, 4)
Figura 6. Taula de Funcions Beta.
Mengoli va ampliar el camp d’aplicació dels seus procediments algebraics 
en el Circolo, interpolant, i obtenint quadratures d’expressions algebraiques 
amb arrels quadrades (MASSA-DELSHAMS, en premsa). En particular, va 
calcular les quadratures de les figures determinades per y = xn/2 (1-x)(m-n)/2 
construint una taula	triangular d’integrals, que avui podem anomenar Fun-
cions Beta B(p,q) amb p = n/2 +1 i q = (m-n)/2 +123. Aquestes àrees corresponen 





1(1 ) ( 1, 1)
/ 2 2 2
/ 2 1
/ 2




− −− = + +
 +  
 
∫
Així com queda clar que Euler coneixia l’obra de Wallis, no tenim cap evi-
dència que Euler conegués l’obra de Mengoli. Tanmateix el que sí sabem és 
que Leibniz coneixia molt bé els algoritmes de Mengoli (LEIBNIZ, 2003: 735-
748; PROBST, en premsa). Es pot considerar la possibilitat que Euler conegués 
aquests càlculs de Mengoli a través de l’obra de Leibniz encara que no en 
tenim constància. De fet Mengoli, a diferència d’Euler, volia calcular quadra-
tures de figures geomètriques, i emprava procediments aritmètrics algebraics 
en unes taules triangulars que eren la seva eina de càlcul.
5.- Reflexions finals.
Euler va ser un creador, en les seves contribucions va intentar obrir nous 
camps, va donar a conèixer nous símbols com el nombre e per representar la 
base dels logaritmes, el nombre i per representar els complexos, la lletra F i els 
parèntesis per a les funcions; també va donar noves definicions, noves fórmu-
les, nous polinomis (anomenats d’Euler), integrals eulerianes, línies d’Euler, 
etc. Euler va ser un creador de nocions i mètodes molt importants dins les 
matemàtiques pures i mixtes, encara que en gran quantitat de casos el valor 
d’aquestes contribucions ha estat reconegut molts anys després de la seva mort. 
Un nombre considerable de treballs matemàtics desenvolupats en el segle XIX 
es van fonamentar en els resultats obtinguts anteriorment per Euler.
A la vegada, Euler va ser un gran mestre i també un magnífic divulgador. 
Quan exposava ho feia amb senzillesa i explicava el camí recorregut fent 
observacions sobre els intents, tant si eren fructífers com si no. Com hem vist, 
Euler cada vegada raonava com faria la demostració, més endavant mostrava 
el camí encara que no trobés la solució i també en raonava els motius. Llegir 
Euler és aprendre, no únicament aprendre amb el desenvolupament dels 
seus resultats, sinó també en llegir les seves explicacions i raonaments quan 
el camí que emprèn no és profitós. Com deia Laplace: “Llegiu Euler, ell és el 
mestre de tots nosaltres”.
Pel que fa als primers càlculs analitzats de la integral Beta, si hom refle-
xiona sobre els procediments i els objectius d’Euler s’adona que el seu pro-
pòsit no era calcular quadratures, era trobar el terme general de la seqüència 
factorial an = n! inclosos els termes intermedis. De fet les integrals que Euler 
va calcular van ser una eina més per poder trobar l’expressió d’aquest terme 
general. Euler no volia calcular una integral general sinó que volia calcular 
23 Abans d’Euler, Wallis també havia calculat una integral Beta en la seva obra Arithmetica 
Infinitorum (1655). Ell parteix també del triangle combinatori (Proposició 132, WALLIS, 1693-
99: 424), interpolant per obtenir una taula similar a la de Mengoli (Proposició 169, WALLIS, 
1693-99: 442). La diferència rau en què Wallis no va identificar els elements de la taula direc-
tament amb les valors de les quadratures, explica només les raons que pot establir i a partir 
d’aquestes raons interpolant troba la quadratura del cercle. La figura que quadra entre 0 i 1, 
ve determinada per l’expressió y = (1 – x2)1/2, que tampoc és la mateixa que empra Mengoli. 
24 Emprant les propietats del triangle combinatori, Mengoli va ser capaç d’omplir el triangle 
combinatori interpolat excepte per un nombre desconegut “a” que està relacionat amb la
 quadratura del cercle (1/2a = π/8 = ( )1 1/ 21/ 2
0
1x x dx−∫ ). 
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integrals que satisfessin unes condicions determinades. En aquest cas, asse-
nyalava que el producte infinit obtingut corresponia a la quadratura del 
cercle que havia analitzat a l’obra de Wallis. Aquest fet el va portar a emprar 
com a punt de partida una integral similar a la corresponent a la quadratura 
del cercle, i així va trobar una expressió integral on podia calcular també els 
termes d’índex fraccionari de la seqüència factorial. 
Pel que fa al procediment, cal assenyalar que la idea d’interpolació estava 
sempre present al llarg dels seus procediments analítics. Euler no calculava els 
valors de l’expressió per a n enter i, interpolava, trobant els termes intermedis, 
per obtenir així l’algorisme general, sinó que Euler intentava trobar una nova 
expressió algebraica general amb la qual pogués interpolar directament, o 
sigui, pogués trobar tots els termes, inclosos també els termes intermedis.
Per acabar voldríem remarcar que Euler calculà una gran quantitat 
d’integrals definides que corresponien a quadratures de figures i, en cap 
cas, dibuixava la figura que estava quadrant. A més, tampoc descrivia com 
seria la figura que quadrava o integrava. Euler, amb procediments analítics 
i no geomètrics, es preocupava de trobar les relacions que hi havia entre els 
exponents de les expressions integrades i els valors d’aquestes integrals a fi 
d’establir classificacions de les integrals i mostrar-ne una gran quantitat de 
propietats.
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EULER Y LA GEOMETRÍA ANALÍTICA 
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pgonzale@xtec.cat
“Euler sistematizó y unificó inmensos espacios matemáticos de resulta-
dos parciales y teoremas aislados de su época, extrayendo los fundamentos 
y asociando los puntos esenciales con la inmensa potencia de su genio ana-
lítico. […] Euler es el primero y quizá el más grande de los universalistas 
matemáticos” (BELL, 1950: 166,167).
“La última parte de la Introductio de Euler, como aplicación del Álge-
bra a la Geometría, es un tratado sistemático de Geometría Analítica en el 
sentido de Fermat” (BOYER, 1956: 181). 
“La lectura de los papeles de Euler es una experiencia tan estimulante 
como impresionante por su imaginación y originalidad. A veces, un resul-
tado muy conocido, se presenta de forma tan genial que desearíamos que 
los comentaristas sucesivos no lo hubiesen interpretado” (AYOUB, 1974: 
1.069).
“Rodeado de un respeto universal, con nobleza de carácter pudo, al final 
de su vida, considerar como discípulos suyos a todos los matemáticos de 
Europa” (Panegírico de Cordorcet sobre Euler).
1.- Introducción. 
1.1.- El programa de Fermat y Descartes llevado a la perfección por 
Euler.
La Geometría Analítica	es la “aplicación del Álgebra simbólica al estudio de 
problemas geométricos mediante la asociación de curvas y ecuaciones indetermina-
das en un sistema de coordenadas”. El Análisis Geométrico griego de Menecmo, 
Apolonio y Pappus utilizaba el equivalente de un sistema de coordenadas, 
pero carecía del Álgebra simbólica. Vieta en su Arte Analítica pudo disponer 
del instrumento algorítmico del Álgebra simbólica que aplicaba a problemas 
geométricos, pero no llegó a utilizar coordenadas. El alumbramiento de la 
